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Abstrak

Dalam ruang vekior dapat dikembangkan hubungan antara masing-masing.

msformasi

transf
njuthan sot-sot yong dimiipas. Dengan suas rnsfornas iner

W. Fungsi gdari Ling(V,W) ke Myun(F) dengan definisig: f—»M;’(/)
untuk f € Ling (V) membentuk suatu F-isomorphisme

Kata Kunci: Transformasi liner, ruang vekior, sifal, matriks reperesentasi

PENDAHULUAN

Diberikan V, W masing-
masing adalah ruang vektor atas
lapangan yang sama (sebut F).
Fungsi £ VoW disebut
transformasi jka S
‘mengawetkan operasi jumlah pada.
V dan operasi pergandaan skalar
pada V (oleh F) terhadap operasi
jomishpada W dan  operasi
pergandaan skalar pada W (oleh F).

linier

Definisi
Misalkan V' dan W ruang vektor

atas lapangan F. Transformasi

linier F V> W adalah
pemetaan f: V> W yang
memenuhi:

LS+ v =) +f()
untuk semua v, dan v; di V;
21 @) = a f @) untuk
semua v, € Vdan a €F.
Dengan mengembangkan  definisi
dan sifat ruang vektor selanjutnya

dapat  dilihat  sifatsifat

Majivem Sapti: Transformasi Linier dan Sifetsifuinya 1s



yang dimiliki oleh transformasi
linier sebagai berikut.

SIFAT - SIFAT PADA
‘TRANSFORMASI LINIER

Sifat 1. £(0,) =0,
Buki:
Misalkan vektor nol di V dan W
berturut-turut ditandsi dengan 0,
dan 0, .
‘Terdapat hubungan berikut.
FO)=F 0. +0)
=) +10)-£0)+f(0)
=1 0) +£0)+1 )

Sifat2. /() =~/ (), YV EV
Sifat3. f(v1=v) =1 () ~f ().
Vo€V
Dalam teori himpunan terlihat
‘bahwa
A B

Aca
f@an={
BcB
@)= (xEA/MX)EB'}
B'={ b} sehingga "' (B")=f"' (b)
£1(0) = (x€A/ R =b}
Jika diterapkan ~ dalam

fW/XxEA }c B

ruang

' (ow)
(VEVIf)=0.}

= (WEW/ w=AN),
VXEV} =f(V)

0, € Kem (/) sehingga Kem () # 0

© V dan Ow € Im () sehingga Im

oW

Sifat4.
Misalkan V dan W ruang vekior
atas lapangan F, dan f : V > W
suatutransformasi linier.  Maka
Kernel () dan Image () berturut-
turut membentuk sub ruang dari V
dan W.
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Buktiz
Karena 0, € Kem (/) dan 0, € Im
(/) maka Kem (/) dan Im(f)
berturut-turut merupakan himpunan
bagian dari V dan W yang tak
kosong. Ambil vi dan v; di Kem
(), dan a € F. Maka berlaku
S@H) = ) /) =0
dan

S@)= aff)=0u
Jadi vy + v; dan av di Kem ().
Jadi Kern (/) subruang dari V.
Ambil x dan y di Im (). Diperoleh
x=f(v)dany =/ (v2) untuk suatu
Vi dan vy di V. Maka berlaku

x+y = f(n)+f(v2)

=f(n+v2)

ax=af()=f(av)
Karena vi +v; dan a v, vektor di V
maka x +y dan a x adalah vektor di
Im(7). Jadi Im (/) subruang dari W.

sifats.

Mialkan  fVSW  suan
ransformasi linier. Maka f bersifat
satusatu jika dan hanya jika
Kern() = 0.,

Bukti:
Misalkan /' bersifat_satu-satu.
Ambil v € Kem (f).
Diperoleh hubungan
SW=0u=f0)
Karena f satu-satu maka berlaku
v=0,. Jadi, Kem ()= (0.} =0
Sebaliknya, misalkan Kem () = 0.
Ambil vektor v, dan v2 di V yang
memenuhi f (v) = f (v2)
Diperoleh hubungan
S@i-v)=f(v)- f(v) =0y
Diperoleh vi - v; € Kem(f) -
Karena Kemn(f) = 0, maka vi = va.
Jadif:V - W bersifat satu-satu.
Pandmng  fVoW  sua
transformasi linier dengan V dan W
berturut-turut adalah ruang vektor
berdimensi n dan m atas lapangan
E.
Misalkan Bv basis dari V dan Bw
basis dari W, sebut
Bv={ei e, e}
Bw={er, e, e, e ).
VEVmaka 311,05, ..., 0.€
F sedemikian sehingga Bv basis
dari V.

VEGet et met .+ G
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i = (ran)er + (yaz)e ...+ (Yaa Jen

@ . &
VeV = |a | €F g Sclenjunya diperolch
@+h,
@, pitva) =|..
‘vektor atas F. CALS
[V o menyatakan koordinat
relatif vektor v terhadap basis Bv. o0 o
A.
honi =P+ ow)

Misalkan V' suatu ruang vektor
berdimensi n atas lapangan F. dan
By suatu basis dari V. Maka relasi
9 iV > [V . untuk semua

e,

a
vektor v € V, mendefinisikan EE -
isomorphis-me ¢ : V — F" a.
Bat: = rom)

Akan  dibuktikan  bahwa
@V > F* bersifat linier, satu-

i g iV o F o sum
transformasi linier.
sstu, dan pada. Akan ditunjukkan g bersifat satu-

Misalkan Bv= {ei, e 5.0} o
satu (injekiif) dan pada (sugektif).
Ambil vektor vy dan v; di V, dan e et
Ambil v; € Kem (9).

skalar y € F, dan misalkan
Vi= et mert ..+ Gee, dan
vi=Bier+ Paert ... + Puen

@) (o,
Berarti ¢ (V)

diperoleh ¢
O T T ) Y "l ol o i
A F R atau v = 0,.. Dengan demikian

Kem (¢)=0,
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Menurut  sifat 5. transformasi
@:V - F* bersifat satu-satu.
8,
Ambil eF
LS
Pilih v =3¢, +... + 3¢, vektor
4V, diperoleh:
8
0=
s,

Ini menunjukkan bahwa pemetaan
©:V > F" bersifat pada.
Jadi g : V> F" suatu
isomorphisme atau V = F*
Dengan cara yang sama jika Ruang
vektor W berdimensi m atas
lapangan F, diperoleh W = F™.
Pandang f:V - W sutu
transformasi linier dengan V dan W
berturut-turut adalah ruang vektor
berdimensi n dan m atas lapangan
F.
Misalkan Bv basis dari V, sebut
Bv={e1,€,€s,....¢n } , B basis
dari W, sebut
Bw={e e, ¢,
Selanjutnya misalkan

&'}

S@=ayer +... +anen’,  untuk
J=1,2,..,n Koordinat vektor f
(&) terhadap basis Bw adalah
/@)=

C
Defimisi:
Marriks  representasi  dari

transformasi linier f : V > W
terhadap basis Bv dari V dan basis
Bwdari W adalah matriks mxn,
[f I =((fe) Ipw .. [fiew) Jow)
dengan [ f (€)]pe.j = 1. 2.
menyatakan koordinat vektor f (&)
terhadap basis Bw.

Dengan memisalkan bahwa

.

@,
I @l = diperoleh
@
matriks  representasi dari
wransformasi linier [ : V> W
yaitu
@ an
@ ay
oo =
G
dituls singkat
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£ Jowsn = fot]  mam
Catatan: [/ ] pvpw dapat pula
dinotasikan dengan M (f)

Sifat 7.

M) Vs =LA Jow
vvev

Bukti:

/Ambil sebarang v € V

V= et aert ...+ oge, yang

berarti [V]p,

SO) = fler+aert ... + aen )
= af(e) taf(e) + ... +af(ea)
@+ aner + .. + ')
+ @ (aner” +aney’ + ... + Guatn’)
s

+ O (@0t + 022’ ..+ )

= @on+mont ...+ gaer’

(@0 0+ @2 e+ oG’

+.

1 G+ 0 G+ ..+ G ) €
ag, g, . o,

MWlor=| 5% %% - 3%

a0y aas . aa..

@ @y

@

&,

= MEGD - Vs
Misalkan V dan W adalah

ruang vektor atas lapangan F.
Himpunan  semua  transformasi
linier dari V ke W ditandai dengan
Line (V, W)
Ling(V, W) = ( /¥ > W If
linier }
Untuk transformasi linier dan g di
Ling (V, W) dan skalar a € F,
didefinisikan
(+8)0) =/ +g®),
VVEVY dan
@) =af(), YVEV
Diperoleh transformasi linier
SHgV W danaf VW
Dengan kata lain
f+g e Ling (V, W) dan
o < Line (V, W)
Diperoleh berturuturut operasi
jumlahpada Line (V, W) yaitu
+: Ling (V, W) x Lin (V, W) —
Ling (V, W)
*i(fg) > Sre
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o ((f +8)+h0) = (f +8X9) + )

*:FxLing (V, W) - Ling (V, W)

ci(af) oo = (f0)+ gD +h0)
Struktur  yang  dimiliki =S+ @) +h())

Ling (V, W) terhadap operasi = f()+(g+h)V)

jumlah dan pergandaan ~skalar = S+

tersebut diketengahkan dalam sifat
8 berikut.

sifat 8.
Misalkan V dan W adalah ruang
vektor atas lapangan F. Terhadap
operasijumlahdan  pergandaan
skalar Ling (V, W)  membentuk
ruang vektor atas F
Bukti: 1. Terhadap operasi
jumlah.
a ftg=g+S ,untuksemuasf
dan g di Ling (V, W) karena
untuk semua ve ¥ diperoleh
U+ =/()+2()
=gM+ /)
=@+
(f+g)+h+f+(g+h) , untuk
semua f, g, dan h di Ling (V,
W) karena untuk semua v € ¥’
diperoleh

-

<.

o

Terdapat fungsi nol di Line (V,
W) ,yaitu 0:V - W, yang
memetakan seiap vektor v € V'
menjadi vektor nol di W, yaitu
0w =0.

Untuk setiap / € Ling (V, W)
dan v €V berlaku

(+0M = () +0) = f()
Jadi f+0=7 unwk semua
J & Ling (V, W). Fungsi nol
adalah unsur nol (vektor nol) di
Ling (V, W).

. Untuk setiap /€ Ling (V, W)

terdapat —f € Ling (V, W)
yang memenuhi
-N)=0
Fungsi  —f Voo w
didefinisikan  melalui

~fiv > -f(¥) , untuk semua

relasi

veV.
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Fungsi  f:V > W bersifut

linier , atau ~ /'€ Ling (V, W).

Selanjutnya diperoleh:
S+ENW) = fO)+ )
= fO)-f()=0

= 0(v) untuk semua v € V.

i bemri  f+(-)=0.
Fungsi ~ / adalah balikan atau
invers dari fungsi /-

Bukti : 2. Terhadap operasi
pergandaan skalar.

O

B

a(f+g)=af +ag. unk
semua f, g di Ling (V, W) dan
aeF karena untuk semua
vektor v eV diperoleh:

@ + )0 = @S +8)0)

- alf)+g0)

- aU ) +aee)

- @)+ (@)

- @ +a)®)
@+Pf=af+ff,  wnk
semua f di Ling (V, W), dan
@,BeF karena untuk semua
vektor v €V diperoleh:

@+ AN =@+ AT
=)+ B

(@B)f = a(fy), untuk semua |

e Line (V, W), dan @,f€F

Karena untuk  semua  vekior

veV diperoleh

(@) N = @RS )

= alff o)
= a»)

4. 1f= funtuk semua /' Line (V,
W) karena untuk semua vekior
VeV diperoleh:

W= 1) =)

Terbukti bahwa Line (V, W)

membentuk ruang vektor  atas

lapangan F.

Ruang vektor Line (V, W)
discbut ruang pemetaan dari V ke

dalam W. Hubungan antara ruang
pemetsan  dan  ruang  matriks
diketengahikan dalam sifat 9 berikut

ini

Sifat 9.

Misalkan V' dan W ruang vektor
atas lapangan F yang berturut-
wrut berdimensi n dan .
Selanjunya misalkan B dan B
berturut-turut adalah basis ruang V
dan W, dan Mu(F) menyatakan
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ruang matriks  berukuran m x
‘ndengan komponen di F. Fungsi
9 Ling (V. W)~ Mun(F)

= aolf)

i menunjukkan  bahwa
@i Line (V, W) - Mu(F)
transformasi linier atau F-

o fOMED .
untuk semua f < Ling (V, W),
adalah suatu F-isomorphi

Bukti 1. :Lin (V, W) > Mae(F)
suatu transformasi linier.

Misalkan Bv = { e1, €2, &, ..., €0 }.
Ambil f dan g di Ling (V, W), dan
@diF. Diperoleh:

w2

= +&)eDly, [ +8)e)n)

= (@) +g@)h-[f(e) +gle o
= (@) Fle)h)HE@)h.- Be)b)
= MEe o+ My ®
= N + o(2),
dan

o) =

[(CHICY P (CHICN) M)
= (o (@)1 (e)]n)
= a((f(e)p-LS(e)n)
= Al

= aMig)

homomorphisme.

Bukti 2. ¢:Ling (V, W)= Maua(F)
bersifat satu-satu.

Misalkan & € Ling (V, W) yang
memenuhi (k) = 0 (=matriks nol .
Ini berarti

(k) = ((h(e)]-
yaitu [h(e)),

(e, )lp.) = (0,....0),
untuk setiap

¢ €Bv. Menurut sifat 6 diperoleh
I(e;) = Ountuk semua j = 1,2,....0.
Dengan demikian setiap vektor 7=
B+t Pre, €V dipetakan
‘menjadi

1) = Bhe) + .t Bihe) =0
Diperoleh =0 Ini menunjukkan
bahwa pemetaan linier ¢ Ling (V,
W)= Mu(F) bersifat  satu-
satuinjektif).

Bukti 3. p: Lin(V, W) Mun(F)
bersifat pada.
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Ambil A€M, dan misalkan ~Sifat 10.
A= o] Misaian Misalkan V' dan W ruang vekior

atas lapangan , dan f:V W
suatu transformasi  linier.
Terhadap basis Bv, Bv" dari V, dan
basis Bw, Bw' dari W, matriks

e, e & ), yaitu
basis ruang vektor W dan tulis

representasi  untuk  f:V W

memenuhi.
SE TN o= ME (S

dengan  7,,...,7,, meliputi SemUa  unruk suatu matriks S, nxn, dan T,

vektor di V, dan mendefinisikan  muxm, yang tak singular.
transformasi linier £ :V > W.

Fungsi tersebut  memenuhi  Bukti:

hubungan Dari sifat 7. M2 () [Vlav = [Av)
Fo)=

@@t @ue,” e, VVEV, sclanjutnya untuk

ruang vektor V/ diambil basis yang

lain, misalnya BV’ = {e,',...¢,"}

Dimisalkan vektor ¢ By
yang lama, terhadap basis Bv" yang

baru mempunyai koordinat

‘Za”e'v

o= My ()
= U@ Lfe)n) = A untukj=1,2,
Terbukti bahwa Kombinasi linier vektor v € V.

9 Lin (Vo W)—> Mo(F) bersifar  terhadap basis Bv” adalah
pada (surjekiif). v=3830,e"
)
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Diperoleh koordinat vektor v € V.
terhadap basis By
ou A

o

uou kB,

Bubungan koordinat vektor v € V

sechadap basis Bv dan Bv’ menjadi
Moy =S [Vlev

Deagan cara yang sama  untuk

mang vektor W jika diambil basis

mka diperoleh hubungan koordinat
wekor w €W terhadap basis Bw
= Bw’ adalah

Wlow =T [Wsw

Kedua hubungan tersebut disebut
sebagai  perubahan basis
Hubungan matriks  representasi
untk  tnsformasi linier
SV >W terhadap perubahan
basis di ruang vektor V dan W
diturunkan sebagai berikut. Untuk
sebarang vektor v €V diperoleh:
o = Mp7 N D)

T Oa = M3/ (N SWNs,

TMR (N, = MY (NS,
Hubungan dalam kesamazn terakhir
berlaku untuk sebarang vektor v di
V. Dengan demikian diperoleh
hubungan  matriks  representasi
untk  transformasi  linier
J:V W terhadap perubahan
basis di ruang vektor V dan W,

M () =My (NS
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